
Ri
orrenze: qual
he eser
izio
De
ember 6, 20071 Metodo iterativoNota riepilogativa: il metodo iterativo 
onsiste nello srotolare la ri
orrenza �no ad ottenereuna funzione dipendente da n. L'idea è quella di reiterare (ossia �ri
hiamare�) la ri
orrenzaun 
erto numero di volte (ogni volta 
on un argomento di dimensione più pi

ola) �n quandonon è possibile esprimerla 
ome una somma di termini dipendenti solo da n e dalle 
ondizioniiniziali. Questo metodo, 
osì 
ome quello dell'albero di ri
orsione, si rivela parti
olarmenteutile quando non si hanno idee pre
ise sull'ordine di grandezza della ri
orrenza. Entrambi imetodi permettono di �
apire 
ome si dipanano i 
osti nella ri
orsione�.Eser
izio 1.1 Si risolva le seguenti ri
orrenze usando il metodo iterativo. Supponete 
he
ias
una T (n) sia pari ad uno quando n = 11. T (n) = c + T (n/2)2. T (n) = 1 + 2T (n/2)3. T (n) = n3 + 3T (n/3)Soluzione:1. Ad esempio nel 
aso della prima ri
orrenza:

T (n) = c + T (n/2)
= c + c + T (n/4) = 2c + T (n/4) dopo due passi
= 2c + c + T (n/8) = 3c + T (n/8) dopo tre passi
= 3c + c + T (n/16) = 4c + T (n/16) dopo quattro passi
= . . .
= kc + T (n/2k) dopo k passiContinuiamo a srotolare la ri
orrenza �n quando n/2k = 1 ossia �n quando k = log n.Allora, possiamo ris
rivere T (n) 
ome segue:

T (n) = c log n + T (1) = c log n + 1 = Θ(log n)
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2.
T (n) = 1 + 2T (n

2
)

= 1 + 2[1 + 2T (n
4
] = 1 + 2 + 4T (n

4
) dopo 2 passi

= 1 + 2 + 4[1 + 2T (n
8
)] = 1 + 2 + 4 + 8T (n

8
) dopo 3 passi

= 1 + 2 + 4 + 8[1 + 2T (n/ n
16

)]) = 1 + 2 + 4 + 8 + 16T ( n
16

) dopo 4 passi
= . . .
= 1 + 2 + 4 + 8 + . . . 2k−1 + 2kT ( n

2k ) dopo k passi
=

k−1
∑

i=0

2i + 2kT ( n
2k )Di nuovo 
ontinuiamo a srotolare la ri
orrenza �n quando n/2k = 1 ossia �n quando

k = log n. Allora, possiamo ris
rivere T (n) 
ome segue:
T (n) =

log n−1
∑

i=0

2i + 2log n =

log n−1
∑

i=0

2i + n =
1 − 2log n

1 − 2
+ n =

−(1 − n) + n = (n − 1) + n = 2n − 1 = Θ(n)3.
T (n) = n3 + 3T (n

3
)

= n3 + 3[(n
3
)3 + 3T (n

9
)]

= n3 + n3

9
+ 9T (n

9
) dopo 2 passi

= n3 + n3

9
+ 9[(n

9
)3 + 3T ( n

27
)] =

= n3 + n3

9
+ n3

92 + 27T ( n
27

) dopo 3 passi
= n3 + n3

9
+ n3

92 + 27[( n
27

)3 + 3T ( n
81

)])

= n3 + n3

9
+ n3

92 + + n3

272 + 81T ( n
81

)

= n3 + n3

9
+ n3

92 + +n3

93 + 81T ( n
81

) dopo 4 passi
= . . .

=
k−1
∑

i=0

n3

9i + 3kT ( n
3k )

= n3
k−1
∑

i=0

(1
9
)i + 3kT ( n

3k ) dopo k passiIn questo 
aso 
i fermiamo quando n/3k = 1 e quindi quando k = log3 n

T (n) = n3

log3 n−1
∑

i=0

(
1

9
)i + n = n3 1 − (1

9
)log3 n

1 − 1
9

+ n = n3 1 − (1
9
)log3 n

8
9

+ n

=
8

9
n3

(

1 − 1

9log3 n

)

+ nPoi
hè 9log
3

n = nlog
3
9 = n2 (poi
hè alog

b
c = clog

b
a):

T (n) =
9

8
n3

(

1 − 1

n2

)

+ n =
9

8
n3 − 9

8
n + n =

9

8
n3 − 1

8
n = Θ(n3)
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1.1 Metodo dell'albero di ri
orsioneNota riepilogativa: è una variante del metodo iterativo. Un albero di ri
orsione permettedi visualizzare lo sviluppo della ri
orsione e dei 
osti. Ogni nodo rappresenta il 
osto di unparti
olare sottoproblema appartenente all'insieme delle 
hiamate ri
orsive della funzione. Ilvalore della ri
orrenza viene 
al
olato sommando prima i 
osti dei nodi su 
ias
un livello, epoi determinando il 
osto totale di tutti i livelli dell'albero di ri
orsione.Eser
izio 1.2 Risolvere 
on il metodo dell'albero di ri
orsione la seguente ri
orrenza
T (n) =

{

n3 + 2T (n/2) se n > 1

1 se n = 1Soluzione: L'albero di ri
orsione per questa equazione di ri
orrenza è des
ritto in Figura 1.Osserviamo 
he:
• ogni livello i ha 2i nodi ognuno dei quali ha un 
osto di ( n

2i )
3. Il 
osto di 
ias
un livello

i è pari a:
ci = 2i · ( n

2i
)3 =

n3

(2i)2
=

n3

4i

• l'ultimo livello 
orrisponde ad una 
hiamata di T (n/2h) 
on n
2h = 1 e quindi h = log n(qui h è pari all'altezza h dell'albero).

T (n) è pari alla somma della somma dei 
osti asso
iati ai nodi dell'albero di ri
orsione,in parti
olare
T (n) =

h
∑

i=0

ci =

log n
∑

i=0

n3

4i
= n3 ·

log n
∑

i=0

(
1

4
)i = n3

(1 − (1
4
)log n+1

1 − 1
4

)

= n3
(1 − 1

4
· (1

4
)log n

3
4

)

=

4

3
n3

(

1 − 1

4
·
(1

4

)log n)

=
4

3
n3

(

1 − 1

4
· 1

4log n

)

=
4

3
n3

(

1 − 1

4
· 1

nlog 4

)

=
4

3
n3

(

1 − 1

4
· 1

n2

)

=

4

3
n3 − 1

3
n = Θ(n3)
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8
)31Figure 1: Albero di ri
orsione per T (n) = n3 + 2T (n

2
)Eser
izio 1.3 Risolvere la seguente ri
orrenza 
on il metodo dell'albero di ri
orsione, as-sumendo 
he T (1) = 1

T (n) = T (
n

4
) + T (

n

2
) + cnSoluzione: L'albero di ri
orsione per T (n) è illustrato in Figura 2. Come per ogni altroalbero di ri
orsione, le dimensioni dei sottoproblemi diminuis
ono via via 
he 
i si allontanadalla radi
e, �no a raggiungere le 
ondizioni di 
ontorno (la 
ondizione di 
ontorno è ilparti
olare valore di n � tipi
amente 1 � 
he non da luogo ad ulteriori 
hiamate ri
orsive). Il�problema� 
on questo tipo di ri
orrenze è 
he le 
ondizioni di 
ontorno vengono raggiuntea diverse distanze dalla radi
e. Questo per
hè il nodo più a sinistra e quello più a destra diun generi
o livello i 
orrispondono, rispettivamente, a sottoproblemi di dimensione n

4i e n
2i , e

n
4i de
res
e (e quindi arriverà ad assumere il valore 1) molto più rapidamente di n

2i . In altritermini, la 
ondizione di 
ontorno viene raggiunta a sinistra ad una distanza h dalla radi
e
on h tale 
he n
4h = 1 (ossia n = 4h e quindi h = log4 n). A destra, inve
e, la 
ondizione4



di 
ontorno viene raggiunta ad una distanza k dalla radi
e 
on k tale 
he n
2k = 1 (e quindi

k = log n).Il 
osto di ogni livello i 
on i = 0, . . . , h è pari a ci = (3
4
)icn. Infatti

• c0 = cn = (3
4
)0cn

• c1 = cn
4

+ cn
2

= (1
4

+ 1
2
)cn = 3

4
cn

• c2 = cn
16

+ cn
8

+ cn
8

+ cn
4

= ( 1
16

+ 1
8

+ 1
8

+ 1
4
)cn = 1+2+2+4

16
cn = 9

16
cn = (3

4
)2cn

• c3 = ( 1
64

+ 1
32

+ 1
32

+ 1
16

+ 1
32

+ 1
16

+ 1
16

+ 1
8
)cn = 1+2+2+4+2+4+4+8

64
cn = 27

64
cn = (3

4
)3cnIl 
osto di 
ias
un livello i = h + 1, ..., k è si
uramente minore o uguale di (3

4
)icn (man
anoal
uni nodi a sinistra e di 
onseguenza il 
ontributo di questi nodi al 
osto 
omplessivo dellivello). Ri
apitolando: l'albero è 
ostituito da log n+1 livelli; inoltre, per ogni i = 0 . . . log n,il 
osto ci ≤ (3

4
)icn. Quindi:

T (n) =

log n
∑

i=0

ci ≤
log n
∑

i=0

(3

4

)i

cn = cn

log n
∑

i=0

(3

4

)i

= cn
1 −

(

3
4

)log n+1

1 − 3
4

= cn
1 −

(

3
4

)log n+1

1
4

=

4cn
(

1 − 3

4

(3

4

)log n)

= 4cn
(

1 − 3

4
nlog 3

4

)Ora, log 3
4

= log 3 − log 4 = −(log 4 − log 3) = − log 4
3

= −α, 
on α = log 4
3
e quindi (poi
hè

4
3

> 1) α > 0. Allora nlog 3

4 = n−α = 1
nα e g(n) = 4cn

(

1 − 3
4
nlog 3

4

)

= 4cn
(

1 − 3
4
· 1

nα

)

=

4cn
(

1 − 3
4nα

)

= Θ(n). In�ne, T (n) ≤ g(n) = 4cn
(

1 − 3
4
nlog 3

4

) e g(n) = Θ(n) impli
a
T (n) = O(n). 2
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1Figure 2: Albero di ri
orsione per T (n) = T (n
4
) + T (n

2
) + cnEser
izio 1.4 Risolvere 
on il metodo dell'albero di ri
orsione la seguente ri
orrenza

T (n) =

{

3T (n/4) +
√

n se n > 1

1 se n = 1Soluzione:N.B: per la risoluzione di questo eser
izio o

orre ri
ordarsi 
he √
n = n

1

2

• Ogni livello i dell'albero di ri
orsione per T (n) (vedi Figura 3) ha esattamente 3i nodiognuno dei quali ha un 
osto di √
n

2i . Il 
osto 
omplessivo del livello i è: ci = 3i ·
√

n

2i =
(3

2
)i
√

n 6



• l'ultimo livello h 
ontiene nodi (in realtà foglie) 
orrispondenti al 
osto di una 
hiamatadi T ( n
4h ) 
on n

4h = 1 e quindi h = log4 nAllora
T (n) =

h
∑

i=0

(
3

2
)i
√

n =
√

n

log4 n
∑

i=0

(
3

2
)i =

√
n · 1 − (3

2
)log4 n+1

1 − 3
2

=
√

n · 1 − (3
2
)log4 n+1

−1
2

=

2
√

n
((3

2

)log4 n+1

−1
)

= 2
√

n
(3

2

(3

2

)log4 n

−1
)

= 2
√

n
(3

2
· 3

log4 n

2log4 n
−1

)

= 2
√

n
(3

2
·n

log4 3

nlog4 2
−1

)

=

2
√

n
(3

2
· nlog4 3

n
1

2

− 1
)

= 2
√

n
(3

2
· nlog4 3

√
n

− 1
)

= 3nlog4 3 − 2
√

nIn�ne 1
2

= log4 2 < log4 3, impli
a T (n) = 3nlog4 3 − 2
√

n = Θ(nlog4 3) poi
hè nlog4 3 è iltermine di ordine superiore
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4
) +

√
n

27



2 Medoto della sostituzioneNota riepilogativa: il metodo della sostituzione prevede due passi. Nel primo passo si stimal'ordine di grandezza asintoti
o per T (n). Nel se
ondo passo si dimostra, per induzione su
n, la 
orrettezza dell'ordine di grandezza stimato. Il metodo si rivela utile quando si ha giàun'idea della soluzione alla ri
orrenza studiata.Eser
izio 2.1 Si 
onsideri la seguente ri
orrenza

T (n) =

{

n3 + 3T (n/3) se n > 1

1 se n = 1Dimostrare, appli
ando il metodo della sostituzione 
he T (n) = O(n3)Soluzione: Dobbiamo dimostrare 
he esistono delle 
ostanti positive c ed n0 tali 
he T (n) ≤
cn3 per ogni n ≥ n0. Pro
ediamo per induzione su n.

• Caso base n = 1. Se s
egliamo c ≥ 1 allora T (1) = 1 ≤ c = c13.
• Passo induttivo n > 1.

T (n) = n3 + 3T (n
3
)

≤ n3 + 3c(n
3
)3 per ip. induttiva T (n

3
) ≤ c(n

3
)3

= n3 + 1
9
cn3

= (1 + 1
9
c)n3

≤ cn3L'ultima disuguaglianza è vera solo se la 
ostante c è s
elta in maniera tale 
he 1+ 1
9
c ≤

c, ossia se c− 1
9
c ≥ 1, il 
he impli
a 8

9
c ≥ 1 e quindi c ≥ 9

8
. Ri
apitolando se s
egliamo

c ≥ 9
8
e n0 = 1, allora T (n) ≤ cn3 per ogni n ≥ n0.

2Eser
izio 2.2 Si 
onsideri la seguente ri
orrenza
T (n) =

{

T (n/2) + log n se n > 1

1 se n = 1Dimostrare, appli
ando il metodo della sostituzione 
he T (n) = O((log n)2)Soluzione: Dimostriamo 
he T (n) ≤ 2(log n)2 per ogni n ≥ 2 (qui abbiamo s
elto c = 2 e
n0 = 2) Pro
ediamo per induzione su n.

• Caso base n = 2. T (2) = T (2
2
) + log 2 = T (1) + 1 = 2 = 2(log 2)2.
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• Passo induttivo n > 2.
T (n) = T (n

2
) + log n per ip. induttiva T (n

2
) ≤ 2(log n

2
)2

≤ 2(log n
2
)2 + log n log n

2
= log n − log 2 = log n − 1

= 2(log n − 1)2 + log n
= 2(log n)2 − 4 log n + 2 + log n
= 2(log n)2 − (3 log n − 2)
≤ 2(log n)2L'ultima disuguaglianza è vera poi
hè n > 2 impli
a log n > 1 e 3 log n−2 > 3−2 > 1.

2Eser
izio 2.3 Si 
onsideri la seguente ri
orrenza
T (n) =

{

T (n
2
) + T (n

4
) + n se n > 1

1 se n = 1Dimostrare, appli
ando il metodo della sostituzione 
he T (n) = O(n)Soluzione: Dobbiamo dimostrare 
he esistono delle 
ostanti positive c ed n0 tali 
he T (n) ≤
cn per ogni n ≥ n0. Pro
ediamo per induzione su n.

• Caso base n = 1. Se s
egliamo c ≥ 1 allora T (1) = 1 ≤ c = c1.
• Passo induttivo n > 1.

T (n) = T (n
2
) + T (n

4
) + n per ip. induttiva T (n

2
) ≤ cn

2
e T (n

4
) ≤ cn

4

= cn
2

+ cn
4

+ n
= ( c

2
+ c

4
+ 1)n

= (3
4
c + 1)n

≤ cnL'ultima disuguaglianza è vera se s
egliamo c in maniera tale 
he 3
4
c + 1 ≤ c, quindi

c − 3
4
c = 1

4
c ≥ 1. In de�nitiva basta s
egliere c ≥ 4.

2Eser
izio 2.4 Fornire un limite asintoti
o stretto per la ri
orrenza
T (n) =

{

2T (n−3
2

) + n se n > 3

1 se 1 ≤ n ≤ 3

9



Soluzione: La ri
orrenza T (n) è molto simile alla ri
orrenza
T ′(n) =

{

2T ′(n
2
) + n se n > 1

1 se n = 1
he ha il seguente limite asintoti
o stretto T ′(n) = Θ(n log n). Dimostriamo 
he T (n) =
Θ(n log n) usando il metodo della sostituzione. La prova 
onsiste di due fasi: (1) dimostriamo
he T (n) = O(n logn) e poi (2) dimostriamo 
he T (n) = Ω(n log n).(1) Per de�nizione T (n) = O(n log n) se esistono delle 
ostanti positive c, n0 tali 
he T (n) ≤
cn log n per ogni n ≥ n0. Pro
ediamo per induzione su n.Casi base

• n = 1: T (1) = 1 6≤ c1 log 1 = 0 (per n = 1 la proprietà non è veri�
ata, questosigni�
a 
he n0 deve essere maggiore di 1).
• n = 2: T (2) = 1 ≤ c2 log 2 = 2c se s
egliamo c ≥ 1

2
.

• n = 3: T (3) = 1 ≤ c3 log 3 = 3c log 3; vera se c ≥ 1
2
. Infatti, se c ≥ 1

2
allora

3c log 3 ≥ 3c log 2 = 3c ≥ 3
2
≥ 1.Passo induttivo: n > 3

T (n) = 2T (n−3
2

) + n
≤ 2(cn−3

2
log(n−3

2
)) + n

≤ 2(cn
2

log(n
2
)) + n

≤ cn(log n − 1) + n
= cn log n − cn + n
= cn log n − n(c − 1) poi
hè c ≥ 1
≤ cn log nRi
apitolando, se s
egliamo la 
ostante c ≥ 1, T (n) ≤ cn log n per ogni n ≥ n0 = 2(2) Per de�nizione T (n) = Ω(n log n) se esistono delle 
ostanti positive c, n0 tali 
he T (n) ≥

cn log n per ogni n ≥ n0. Pro
ediamo per induzione su n.Casi base
• n = 1: T (1) = 1 ≥ c1 log 1 = 0

• n = 2: T (2) = 1 ≥ c · 2 log 2 = 2c se s
egliamo c ≤ 1
2
.

• n = 3: T (3) = 1 ≥ c · 3 log 3 = 3c log 3. Poi
hè 3c log 3 ≤ 3c log 4 = 6c, c ≤ 1
6impli
a 3c log 3 ≤ 6c ≤ 1. Possiamo s
eglire c ≤ 1

6
≤ 1

2Passo induttivo: n > 3
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T (n) = 2T (n−3
2

) + n
≥ 2(c n−3

2
log(n−3

2
)) + n

= c(n − 3) log(n−3
2

) + n poi
hè n > 3 impli
a n−3
2

≥ n
8

≥ c(n − 3) log(n
8
) + n

= c(n − 3)(log n − 3) + n
= c[n log n − 3n − 3 log n + 9] + n
= cn log n − 3cn − 3c log n + 9c + n
≥ cn log n − 3cn − 3c log n + n
= cn log n + (1 − 3c)n − 3c log n se c ≤ 1

6
, 1 − 3c ≥ 1 − 3 · 1

6
= 1

2

≥ cn log n + 1
2
n − 3c log n se c ≤ 1

6
,−3c ≥ −3 · 1

6
= −1

2

≥ cn log n + 1
2
n − 1

2
log n

≥ cn log n + 1
2
(n − log n)

≥ cn log nRi
apitolando, se s
egliamo la 
ostante positiva c ≤ 1/6, T (n) ≥ cn log n per ogni
n ≥ n0 = 1

23 Metodo dell'espertoEser
izio 3.1 Appli
are il metodo dell'esperto per determinare i limiti asintoti
i stretti perle seguenti ri
orrenze (assumete T (n) = 1 per n = 1)1. T (n) = 4T (n/2) + n2. T (n) = 4T (n/2) + n23. T (n) = 4T (n/2) + n3Soluzione: In tutti e tre i 
asi abbiamo 
he a = 4 e b = 2. Cambia inve
e il �rapporto� tra
f(n) e nlogb a = n2. Ognuna delle tre ri
orrenze 
orrisponde ad un diverso 
on un 
aso delteorema del master.1. f(n) = n ed f(n) = O(n) = O(nlogb a−ε) 
on ε = 1 > 0 (in altri termini, nlogb a è unlimite superiore per f(n)). Primo 
aso del teorema del master: T (n) = Θ(nlogb a) =

Θ(n2)2. f(n) = n2 ed f(n) = Θ(n2) = Θ(nlog
b
a) (ossia, nlog

b
a è un limite stretto per f(n)).Se
ondo 
aso del teorema del master: T (n) = Θ(nlogb a log n) = Θ(n2 log n)3. f(n) = n3 ed f(n) = Ω(n3) = Ω(nlogb a+ε) 
on ε = 1 > 0 (ossia, nlogb a è un limiteinferiore per f(n)). Inoltre, af(n

b
) = 4(n

2
)3 = 4n3

8
= 1

2
n3 ≤ cn3 (se s
egliamo c ≤ 1

2
<

1). Terzo 
aso del teorema del master: T (n) = Θ(f(n)) = Θ(n3)
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Eser
izio 3.2 La ri
orrenza T (n) = 8T (n
2
) + n2 des
rive il tempo di ese
uzione di un algo-ritmo A. Un altro algoritmo A′ ha un tempo di ese
uzione T ′(n) = aT ′(n

4
) + n2. Quale è ilpiù grande valore di a 
he rende A′ asintoti
amente più velo
e di A.Soluzione: Cal
oliamo innanzitutto la 
omplessità asintoti
a di T (n). Poi
hè a = 8 e

b = 2, f(n) = n2 ha nlogb a = n3 
ome limite superiore (
aso 1 del teorema del master).Allora T (n) = Θ(nlogb a) = Θ(n3).Analiziamo ora la se
onda ri
orrenza. Se s
egliamo a = 64, allora logb a = log4 64 = 3.Esattamente 
ome nel 
aso pre
edente, T ′(n) = Θ(nlogb a) = Θ(n3). Quindi, A e A′ hannolo stesso 
omportamento asintoti
o. Assumiamo, ora, 16 < a < 64. Allora, 2 = logb 16 <
logb a < logb 64 = 3. In ognuno di questi 
asi, f(n) = n2 = O(n2) = O(nlogb a−ε) per qual
he
ε > 0 (di nuovo, 
aso 1 del teorema del master). Allora, T ′(n) = Θ(nlogb a) 
on logb a < 3.Questo dimostra 
he il più grande valore di a 
he rende A′ asintoti
amente più velo
e di Aè 63. 2Eser
izio 3.3 Il metodo dell'esperto può essere appli
ato alla ri
orrenza La ri
orrenza
T (n) = 4T (n

2
) + n2 log n. Per
hè o per
hè no?Soluzione: In questo 
aso nlogb a = nlog 4 = n2 può solo essere un limite inferiore ne strettoper f(n) = n2 log n (
asi 1 e 2 del teorema del master). Quindi, l'uni
a speranza di poterrisolvere questa ri
orrenza 
on il teorema del master 
onsiste nel 
er
are di ri
ondurla alterzo 
aso del suddetto teorema. Ri
ordo 
he il terzo 
aso del teorema del master ri
hiede
he (1) f(n) = Ω(nlogb a+ε) per qual
he ε > 0 e (2) 
he af(n/b) ≤ cf(n) per qual
he c < 1.La se
onda 
ondizione nel nostro 
aso diventa:

4(
n

2
)2 log(

n

2
) = n2(log n − 1) ≤ cn2 log nossia

n2(log n − 1) − cn2 log n = n2((1 − c) log n − 1) ≤ 0e, poi
hè n2 ≥ 0:
(1 − c) log n − 1 ≤ 0Il problema è 
he la disequazione (1 − c) log n − 1 ≤ 0 non è sempre veri�
ata. Infatti, perogni n > 2

1

1−c , log n > 1
1−c

e (1− c) log n− 1 > (1− c) · 1
1−c

− 1 = 1− 1 = 0. Questo signi�
a
he T (n) non soddisfa la 
ondizione (2) e quindi 
he il teorema del master non può essereusato per risolvere questa ri
orrenza. 24 MistiEser
izio 4.1 Trovare un limite superiore ed inferiore per la seguente ri
orrenza
T (n) =

√
n + 1Assumete T (n) = 1 per n ≤ 2. 12



Soluzione: Proviamo a risolvere la ri
orrenza usando il metodo iterativo tenendo presente
he √
n = n

1

2 e quindi 
he T (n) può essere ris
ritta 
ome T (n) = n
1

2 + 1.
T (n) = n

1

2 + 1

= [(n
1

2 )
1

2 + 1] + 1 = n
1

4 + 2

= [(n
1

4 )
1

2 + 1] + 2 = n
1

8 + 3

= [(n
1

8 )
1

2 + 1] + 3 = n
1

16 + 4
= . . .

= n
1

2k + kCi fermiamo quando n
1

2k = 2. Possiamo deteminare il valore di k 
ome segue:
n

1

2k = 2 ⇒ log(n
1

2k )1 = log 2 ⇒ 1

2k
log n = 1 ⇒ 2k = log nQuindi

log(2k) = log(log n) ⇒ k = log log nRi
apitolando, T (n) = 2 + log log n = Θ(log log n)
2Eser
izio 4.2 Fornire un limite asintoti
o stretto per la ri
orrenza T (n) = 4T (n

2
)+n2 log n.Soluzione: La risolviamo 
on il metodo iterativo.

T (n) = n2 log n + 4T (n
2
)

= n2 log n + 4[(n
2
)2 log n

2
+ 4T (n

4
)]

= n2 log n + n2(log n − 1) + 16T (n
4
) dopo 2 passi

= n2 log n + n2(log n − 1) + 16[(n
4
)2 log n

4
+ 4T (n

8
)]

= n2 log n + n2(log n − 1) + n2(log n − 2) + 64T (n
8
) dopo 3 passi

= n2 log n + n2(log n − 1) + n2(log n − 2) + 64[(n
8
)2 log n

8
+ 4T ( n

16
)]

= n2 log n + n2(log n − 1) + n2(log n − 2) + n2(log n − 3) + 256T ( n
16

) dopo 4 passi
= . . .

= n2
∑k−1

i=0 (log n − i) + 4kT ( n
2k )Ci fermiamo quando n

2k = 1 e quindi quando k = log n. Allora
T (n) = n2

log n−1
∑

i=0

(log n − i) + 4log nOra:
• 4log n = nlog 4 = n2

•
∑log n−1

i=0 (log n − i) = (ponendo j = log n − i) ∑log n

j=1 j = log n(log n+1)
21in generale, log n

a = a log n 13



Quindi:
T (n) = n2

log n−1
∑

i=0

(log n − i) + 4log n = n2 log n(log n + 1)

2
+ n2 = Θ(n2(log n)2)

2Eser
izio 4.3 Fornire un limite asintoti
o stretto per la ri
orrenza
T (n) =

{

T (⌊n
2
⌋ − 1) + n se n > 1

1 se n = 1Soluzione: ⌊n
2
⌋ ≥ n−1

2
impli
a ⌊n

2
⌋ − 1 ≥ n−1

2
− 1 = n−3

2

2Eser
izio 4.4 Posto T (0) = T (1) = 1, risolvere la seguente ri
orrenza usando il metedoiterativo
T (n) = 2 · T (n − 2) + 3Soluzione:

T (n) = T (n − 2) + 3
= 2[2T (n − 4) + 3] + 3 = 4T (n − 4) + 2 · 3 + 3 dopo due passi
= 4[2T (n − 6) + 3] + 3 = 8T (n − 6) + 4 · 3 + 2 · 3 + 3 dopo tre passi
= 8[2T (n − 8) + 3] + 3 = 16T (n − 8) + 8 · 3 + 4 · 3 + 2 · 3 + 3 dopo quattro passi
= . . .

= 2kT (n − 2k) +
k−1
∑

i=0

2i · 3 dopo k passi
2Se n = 2m (è pari) 
i fermiamo quando n − 2k = 0 e quindi quando k = m = ⌊n

2
⌋. Se

n = 2m + 1 (è dispari) 
i fermiamo quando n − 2k = 1 e, di nuovo, quando k = m = ⌊n
2
⌋.In entrambi i 
asi:

T (n) = 2⌊
n

2
⌋ +

⌊n

2
⌋−1

∑

i=0

2i · 3 = 2⌊
n

2
⌋ + 3 ·

⌊n

2
⌋−1

∑

i=0

2i = 2⌊
n

2
⌋ + 3 · 1 − 2⌊

n

2
⌋

1 − 2

= 2⌊
n

2
⌋ + 3 · (2⌊n

2
⌋ − 1) = 4 · 2⌊n

2
⌋ − 3Ora: ⌊n

2
⌋ ≤ n

2
impli
a T (n) = 4 · 2⌊n

2
⌋ − 3 ≤ 4 · 2n

2 − 3 = O(2
n

2 )
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