Principio di induzione: esempi ed esercizi

Principio di induzione:

Se una proprieta P (n) dipendente da una variabile intera n vale per n = 1 e se, per ogni n € N
vale P (n) = P (n + 1) allora P vale su tutto N.

Variante del principio di induzione:

Se una proprieta P (n) dipendente da una variabile intera n vale per un intero ng e se, per ogni
intero n > ng vale P (n) = P (n+ 1) allora P vale da ng in poi. (ny puod essere un intero
relativo).

Esercizi:

Si possono dimostrare per induzione le seguenti proprieta:

n

s n(n+1)2n+1)
3.) k= ; .

k=1

4. Zk3 (Zk)

5. 8¢ x> -1 allora (1+z)">1+nz.

6. n! > 2",
7. n?>2n+1 per ogni intero n > 3.
8. 2" >n? per ogni intero n > 5.

9. a" —=b"=(a—"0b)(a" +a" b+ -+ ab" ! + 1) da cui segue
1 _ qn+1

l+qg+¢+-+q"= —

per ogni q # 1.

10. Ogni insieme di n elementi ha 2" sottoinsiemi.

n

1 n
11. = )
;4]&-1 2n+1

"k n+2
12. — =2 — .

n

13. (a+b)" = Z (Z) akbonF.

k=0



Dimostrazioni.

1
(n —i— 1) : 1(1+1)
k= . L ta e =1: k=1=—777-.
Z a proprieta e vera per n ; 5
Supposta vera per n verifichiamo per n +1 :
n+1
n(n+1) n (n+1)(n+2)
Zk_2k+ n+41) 5 +(n+1):(n+1)<§+1>: 5 .
n 1
2. Z (2k — 1) = n%  La proprieta ¢ vera per n = 1: Z (2k—1)=1=1%
k=1 k=1

Supposta vera per n verifichiamo per n + 1 :

i(%—l): (i(%—l)) +@2n+2-1)=n>+2n+1)=(n+1)>.

k=1 k=1
ZkQ )(2n+1). Veropernzlzlz1(1+1)(2+1).
6 6
Verlﬁca che P(n) = P(n+1):
n+1
+1)(2n+1) 2
k= B+ (n+1)° _nln +(n+1)" =
N s oY
2 1 1 2n? 1 2) (2
:(n+1)n(n+ ) +6(n+ ):(n+1) n —|—7n+6:(n+ ) (n+ )(n+3)‘
6 6 6
4. Zk3 = n——l—l (Zk) . Vero per n = 1. Verifica che P(n) = P(n+1) :
k=1

n+1

Zk3: (Zk3> + (1)} 2(+"‘1)2+<n+1)3: (n+1)24(n+2)2.
k=1

5. (1+2)" > 1+mnz. Pern=1vale 'uguaglianza. P (n) = P(n+1):

I+ =042)"04+2)>A+n2)(1+x)=1+n+Dz+n2>1+n+1)z

si noti che la prima disuguaglianza della riga precedente vale perché 1+ x > 0 e la seconda
perché nz? > 0.

6. n!>2""!: banalmente vera (con I'uguale) per n =1 e per n = 2.

P (n) = P (n+1), infatti

m+D!=m+1)-n>Mn+1)-21>2.21=2" perché n+1 > 2.

7. n®>>2n+1 per ogniinteron > 3. Falso per n =1 e per n = 2, vero per n = 3.

P (n) = P (n+ 1) per ogni n > 3, infatti
n+1)°=n*42n+1>2n+1)+2n+1>7+2n+1=2n+8>2(n+1)+1.

8. 2" >n? per ogni intero n > 5. La proposizione ¢ falsa per n = 1,2, 3,4 vera per n = b.
Per ognin >5sihaP(n) = P(n+1):

2l =2.92" > 2.2 =n2+n?>n?+2n+1 per la proposizione precedente.



9. a"—=b"=(a—b)(a" ' +a" P+ -+ ab" 2+ "),

Ovvio per n = 1. Per il passaggio da n ad n + 1 si puo procedere COSL:
a™tt — = g™t — g+ 0" — 0" = a" (a — b) + b (a" — V") =
=a"(a—b)+b(a—>) (@t +a" b+ - +ab" !+ ") =
=(a—0b)(a"+a" o+ - +ab" T +b").

Ponendo nella formula precedente a = 1,b = ¢ si ottiene (per ¢ # 1)

_ ol .
14+q+¢@P+-+q" = 1 che puo essere verificata, nel passaggio da n ad n + 1, cosi:
—q
n+1
1— qn+1 1 — qn+1 4 qn+1 _ qn+2 1 — qn+2
Zq (Zq) q T, te p— p—
n+1
N. B. Da Sn:qu: 14+q+q¢*+---+¢" si ottiene q-S,L:quzqﬂquﬂL---—l—q"H
k=0 k=1
da cui, sottraendo de due uguaglianze,
1 — n+1
Sp—qS,=(1—-¢q)S,=1—¢""! quindi S, = 1—q
-9

10. Ogni insieme di n elementi ha 2" sottoinsiemi. Ovvio per n = 1.
Supponiamo che E,, abbia 2" sottoinsiemi e sia £, = E,, U {z} (dove z ¢ E,,).

Dividiamo i sottoinsiemi di F),,; in due famiglie: quella dei sottoinsiemi di F,.; che non
contengono z e quella dei sottoinsiemi di F,,,; che lo contengono.

La prima famiglia & costituita da tutti i sottoinsiemi di F, (che sono 2"), ogni insieme della
seconda famiglia puo essere costruito come unione di {z} con un insieme della prima: abbiamo
ancora 2" insiemi: In tutto 2" + 2" = 2"+l

1 n 1 1
11 _ . Pern—1sih -
;4k2—1 m 1 TSR T T oI

Per il passaggio dan ad n+1:

n+1 1 n 1

;4/@ _Z4k;2 TP 83 il @ntn@nt3)
2n? —|—3n—|—1 n+1

T @n+1)(2n+3) 2n+3
Osservazione: questa uguaglianza puo essere dimostrata direttamente tenendo conto che

1 1 1 1 - 1 1 (< 1 "1
021 2<2k—1 2k:+1> AR ;4k2—1 2(2%—1 ;2“1)
"o MRS 1 1

- Sa) <3 (1 5) ~

Laok—1 £2k—1 2 o+ 1 o+ 1

N. B. Nei passaggi precedenti si e fatto un cambiamento di variabile: ponendo k = h — 1 si

1
2

n n+1
: 1 1 : : : : . . :
ottiene ,;_1 1 = 5_2 5h—1 Si sono poi semplificati tutti i termini che compaiono col segno

opposto nella prima e nella seconda somma.

“ k 2 1 3
12 Zﬂ—Q—n—'— : Pernzlsiha§:2—§. Per il passaggio danad n+1:

271
Kk ntl_, nt2 ndl_, dd-n—1_, (ni1)+2
sz ng ontl T on on+1 7 on+1 T ontl



Osservazione: per questa uguaglianza, come per la maggior parte delle precedenti, ¢ essenziale
Veriﬁcarne la validita per almeno un valore di n : I'implicazione P (n) = P (n + 1) vale anche

+2
in sz =T-— ma questa uguaglianza ¢ sempre falsa (a 7 si puo sostituire qualunque
numero diverso da 2 e 'uguaglianza resta falsa).
13. (a+b)" = i (n) akbnk,

k

k=0
E bene ricordare che per ognin > 0 e per ogni k : 0 < k£ < n vale I'uguaglianza

<Z> = (ngl) + (Z:D infatti
n— n— n—1)! n—1)!
( k1)+<k—i>:k!-(<n—11>—k)!+(k—1)!~((n—11>—k+1)!:

(n—1)! (n—1)! n—k+k n-(n—1)! n!
B R e R - -

L’uguaglianza

(a+0)" = zn: (Z) a" ot = a" + <T> a"~ 't + (Z) a" 4 (Z) a" ok b

e vera per n = 1. Supposta vera per n — 1 cioe

-1 ~1 ~1
(a+b)”_1:an—1+<n1 )a"—2b1+(n2 )a"‘3b2+--~+<nk >a"—1—kbk+---+b"—1

scriviamo (incolonnando i fattori simili)

(a+b)"=(a+b)""(a+d) =

= (0 () (e () () -
an+ (n;l) ar—1pt (n51> an—2p? 4 (ngl) an—kpk 4y ab?1 i
o A" 1p! (n;l) a2 4.4 (Zj) av ket . 4 (Z ;) abm 1y pn

-1 —1
ed otteniamo il risultato: il coefficiente di a™ *¥bF &: (n I > + (Z B 1) = (Z) .



Esercizi.

U5 () (2 (-3

n k 3 Y 4 x n

k=0

9 2k2kk 39k182kk9 - ‘ 39_k3k—918—k

(0) () = (5 () G) ()
k=0

Deve essere k = 6 quindi il coefficiente cercato e

9\ (2\°/ 3\* 9-8.7-20.3 28

6) \3 4)  3.2.36.4% 97

n

17

i1) Risolvere I'equazione 8- ( ) =9- (1715) (n intero maggiore di 16 )

Ricordando che

ny\ n! ny\ n!
17) 170 -(n—17)! 7 \15) 15! (n — 15)!

I’equazione e:

n! n!

o g . |
8 LNCESt 9 15 (0 — 15! semplificando per n!
8 9 erivend .

= e riscrivendo meglio
170 (n—17)! 15! (n — 15)! &
8 9

17-16 - 15! - (n — 17)! - 15! (n—15) - (n — 16) - (n — 17)!
semplificando ancora per tutto il semplificabile

8 9
- d —15) - (n—16) = 18- 17.
716~ (n=15) (n—1p) e (19 (n16) =187

Le soluzioni sono n=—2 e n =33 quindi l'unica soluzione e n = 33.

iii) Risolvere 'equazione (Z) = (g) (n intero maggiore di 8 )

| |
Da 5 <Z_ 5 = (:_ 3 si ottiene l'equazione (di terzo grado)

(mn—=5)-(n—6)-(n—7)=8-7-6 cioe

nd — 18n2 4+ 107n — 13 - 42 = 0.

Certamente n = 13 e soluzione, per la simmetria del coefficiente binomiale. Dividendo per
(n — 13) ci si accorge che non esistono altre soluzioni reali:

n® — 18n% + 107n — 546 = (n — 13) (n? — 5n + 42)

n

9

Procedendo come sopra si ottiene I'equazione di quarto grado

iv) Risolvere 'equazione (Z) = ( ) (n intero maggiore di 9 )

5



mn=5(n—-6)(n—7)(n—8=9-8-7-6 cioe

n* — 26n3 4+ 251n2 — 1066n — 1344.

Di questa equazione conosciamo la soluzione n = 14 e si puo verificare che anche n = —1
e soluzione dell’equazione (per noi da scartare, almeno per il momento). Non esistono altre

soluzioni reali:
nt — 26n3 + 251n? — 1066n — 1344 = (n — 14) (n + 1) (n* — 13n + 96) .

n

v) Calcolare Z (4k —1).

k=6

- 1
Ricordando che E k= n(nTH si ottiene:
k=1

Zn:(llk—l):élzn:k—i:l:zl(i:k_i:k) —(n—5)=

k=6 k=1 k=1

1) 5(G+1
4("(n2+ ) _ (; ))—(n—5):2n(n—|—1)—60—n—|—5:2n2+n—55.

Altre proprieta che si possono verificare per induzione.

n 1_x2n+1

L) = (1+2) (1+a?) (14aY) - (142%) = ——
0g(+w (L 2) (1422 (14 a%) - (1427) = ——

e Per ogni a intero dispari 2"*2 divide a®" — 1 (per induzione su n).

gntl 4 26ntl % divisibile per 11.

Ogni insieme finito ammette sempre sia massimo che minimo.



PRINCIPIO DI INDUZIONE

Dimostrare con il principio di Induzione che:
1) 2+2°2°+..42"=2""-2 VneEN

2) P+2+3+.0°=(1+2+..n) VnEN

3) 2"'=n! VneN

n 2 _
" Z4k #2k=1_ 1 .
2 2k +1)! 2n+1)!

n 2
5) Z4k +6k+1=l_ 1 VneEN
- (2k+2)! 2 (2n+2)!

~ k nl-¢9)-(1-9")q
6 — = ER
) Zq" (1-9)’q" !

7) 5"=3"+4",con n=2

8) 3'=2'n VnEN

n n+1_1
9) Eqk=q " con g=1 VYneEN
=0

10) §(2k—1) =n*> VnEN

11) ikﬂ("z”) VnEN

12) (1+x)" zl+nx,con x=-1 VnEN

13) §k2=n(n+1§2n+l) VneEN

14) »°’ -5n* +6n+1=0 VYneN



l+L+ + I __»n
15) 371577 4221 2n+l

Risoluzione esercizi

1) 2422420+ 42" =2 -2
p(): 2=2*-2 vera
p(n)= p(n+1):

2427 4. 42" 42 = o 2 g 2 ) vera

2 2
2) 13+23+33+...+n3=(1+2+...+n)2=@
Dopo che 1+2+3+...+n=”(”2+1) (es.11)
p): I’ =1 vera
n’*(n+1)°

p(n)= p(n+1): P+2+.. 4+ +(n+1) = +(n+1) =

_(n+1)2-[n2+4n+4] () (n+2)
- 4 B 4

verd

3) 2"'<n! VnEN

p(): vera

p(n)=pn+1): 2"=2-2""<2nls(m+1)!  vera



) Z4k + 2k - 1_ 1

2k +1)! (2n +1)!
442-1 1
p(): T 1- 3 vera
p(n)= pn+l):

4n+1)° +2(n+)-1
(2n +3)! -

QA +2k-1 1
; (2k +1)! (2n +1)!

2n+3)-2n+2)-4n+1)* -2n+1)+1 _
(21 +3)! -

=1-

I UEY BT A CY iy [t CY L CI U

(21 +3)!

) 24]( + 6k +1 1_ 1

2k+2)! 2 (2n+2)!
4+6+1 1 1
p(D): TR vera
p(n)= p(n+1):

i 4k2+6k+1+4(n+1)2+6(n+1)+1_
2 2k +2)! (2n + 4!

1 +4(n+1)2+6(n+1)+1_l_

1

(2n +3)!

Qn+4)-2n+3)-4mn+1)° -6(n+1)-1 _

2 (2n+2)! (2n +4)! 2
L A+ o+ 37 +12- 4" — 3 —4— 5 —6-1
2 (2n+4)!

6 n-(lI-g)-(1-4")q
) Zq (1-9)-q"

(2n + 4)!

1

T2 2n+4)



1 _1-g-d-¢9)q 1
q 1-¢9° ¢

p):

vera

p(n)= p(n+1):

nl-q)-(-g"q n+l_ng(-q)-(1-¢")q" +(1-¢q)" (n+1) _

(1 _ q)2 _qn qn+1 (1 _ q)2 _qn+l
nq—pcf{—/q‘z/+q”+2 +n+1—2qn—2q+/q}ﬁ+/q/
(1 _ q)2 .qn+1
Ma allora:

n-ng+q"" +1-2q* (n+1)-(1-¢)-(1-¢"")q

(l_q)Z_an (l_q)Z_an
!
n+2
l-g+n nzq nq+1+q verd
(1-9)" q
7) 5"=23"+4" n=2

p(2): 25=25 vera

p(n)= p(n+1):

5 =5-5"253"+4")=5-3"+5-4"=23-3"+4-4" =3"" 4 4™ vera

8) 3=2"n

p(): 322 vera



p(n)= p(n+1):

3 =3.3"23-2"-n=(2+1):2"-n
dove 3-:2"n=2""(n+1)

3:2"n=2-2"-n+2""

2" p=2" per n=2
n I
9) ;qk=q g=1
= q-
2_
p): 1+q=q =g+1 vera
p(n)= p(n+1):

- ¢

=2+ 2" n=n- 2" 422"

p(n+1): Sq = /g/{ caa

10) 2(%-1) = n’

p(D): 1=1 vera

n+l

p(n)= pn+1):

11) Zk _ n(n2+ 1)

p): 1=1 vera

qg-1

Z(2k—1)=n2+2n+1=(n+1)2
=1

q-

1

vera

= 2" (n+1)

vera



1)=(n+1)-(n+2)

p(n)= pn+1): Zk—M 5 vera

12) I+x)"'=1+nx Vx=-1

p(): l+x=1+x vera

p(n)y= p(n+1):

I+x)" =0+x)"-A+x)=(+nx)-(1+x)=l+x+nx+nx>=1+@n+1x vera

13) ikz _ I’l(l’l + 1)&(21’1 + 1)

p): 1= % vera

p(n)= pn+1):

”Z”kz n(n+1) @n+D) ., +1)2=(n+1)-(2n26+n+6n+6)=(n+1)-(2n62+7n+6)

=(n+1)-(2n+3)-(n+2)
6

vera

14) »-sp?+6n+120 Vnen

p): 320 vera
p(n)= p(n+l):
(n+1) -5(n+1)>+6(n+1)+1=0

0



nw+3nt +3n+1-5" -10n-5+6n+6+1=0

(1
A 13 +3n+1- 547 —10n-5+ 67 +6+ 1 =0

per cui rimane

3n° —-Tn+2=0 Vn€ll perogninin N
2
7+49-24 7+5 [] 1
T T 6 - =3

3

5
£=1
£



